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ПРОГРАММА ЭКЗАМЕНА ПО МАТЕМАТИЧЕСКОМУ АНАЛИЗУ | 
`2 1 курс, Т семестр, 1980-1981 уч.г.) н- 


Язык теории множеств. Миожества, функции, отношения, 

Мощность множеств, Теоремы Кантора-Бернитейна и Кантора. Счетные и 
несчетные множества, | 

Вещественные числа. Аксиомы и следствия из них. Принцил Архимеда. 
Теорема о вложенных отрезках. | й 
Комплексные числа. Теорема единитвенности. Геометрическая реализация. В: 
Метрические пространства. Примеры и основные конструкции. Расширен- 

ная вещественная прямая. 


Основные понятия теории метрических пространств. Шары, сферы,. диаметр, 
ограниченность. Открытые и замкнутые множества, окрестности, ‘замыка- | 
ние и внутренность. Точки прикосновения и предельные точки. 


Непрерывные отображения. Различные определения. Теорема о композиции. 
Равномерная непрерывность. Томеоморфизм. Эквивалентные расстояния. 

и отображения по подпространству. Предел последовательности. 
редельные точки последовательности, 


Послецдовательности Коши. Полные пространства. Геометрическое опреде- 
ление полноты. Примеры. Е 


Полнота пространства ограниченных функций, Теорема о пополнении. 


Предкомпактные пространства. Геометрическое определение. Основные 
свойства. - 

Компактные пространства, Основные свойства. Эквивалентность трех 
определений. 


| 

| 

ь 
Последовательность точек на компакте сходится тогда и только тогда, 1. 
когда она имеет единственную предельную точку. Верхний и нижний пре- |. 
| = 

ь 





перила го 








делы числовой последовательности. Их свойства. Критерий сходимости 
числовой последовательности (совпадение верхнего и нижнего пределов). ь_ 


Теорема о непрерывном образе компакта. Следствия. Теорема Вейерштрас- + 
са. Применения: неравенство Коши; основная теорема алгебры. 
Непроривность алгебраических операций. 


Связные пространства. Связные подпространства №» Теорема о непрерыв- №, 
ном образе связного пространства. теорема Больцано. Следствия.. 


Критерий связности. Линейно связные пространства. Связность произве- ! 
дения двух связных остранств. Негомеоморфность отрезка и квадрата. | 
Связные! компоненты. Открытые подмножестра К. г. 
Монотонные функции. Основные свойства. Корень и-ой степени, 
Логарифмическая, степенная и показательная функции. Основине свой- В 
Число е; Производная логарифма, Иррациональность е. 

















АПАЛИВ 
Тема 2. мощность множеств. Счетные и несчетные мохества. 
Опр. Х равиомощно У, если существует биекция Х —У. 
Разномощность обладавт свойствами отношения эквивалентности. 


ду 


Сравнение мощностей. Говорят, что мощность Х < мощности 9, ссл, 
вует рльскиЕя Х >У, т.е. Х равномощио части 9. Корректность опреде: Ще 


- следует из ша теоремы. 
а (Кантор-Бернитейн). Если Х.равномощно части У и У равпомошно 


‚части Х, то Хи У равиомощны. я | | 
Показательство. По условию существует инъекция ]: (ХУ и 9 с ид 


Нухко доказать, что существует бискция К: Х->У. "Окленм" |. из ий: т Тех 
докажем, что существуют таки А,ВаХ и А’, ВСУ, что А0В=Х; ЛИБе ; 

А'уВ'= У; АПВ’= ; [‹А) =А и 9(В’) = В. (Тогда К. можно определить как 

на, г и ^^ на В). Заметим, что ВА’ ив. однозначно воостанавливаются по 
=. ". (А), В’= 5 й В = 9 (В’). Для выполнения требуемых условий необ- 
ходим И и _ о А удовлетворяло уравцепию; 

т 6, (4746.4 (>). | и 
Иначе говоря, Е отображение Е: № (Х) ->3 (Х) формулой р 70) ы. ; ь 
мы долкиы доказать, что Е имеет неподвижную точку. 

Лота. Для любого семейства (Ах) с подмножеств в Хх Ро Я, )= = и 

(проверьте сами!). | 

Полодим А = ХАЕ(Х) Й Е® (ХП..... По лемме Е (А) = (ПЕ о х 

_что к требуется. Теорема доказана. | р 

и Теорема (без д-ва). Любые два множества Хиу сравнимы по мощности, т. ;. 
е. либо Х равномощно части У, либо У равномощно части Х. 
Опр. Х счетно, если оно равномощно №. 
Предложение. Любое бесконечное множество Хх содержит счетное подми-во До 
Если Х\Д бесконечно, то Х\Д равномощно Х. 
Поедл. Подмн-во счетпого мн-ва конечно или счетно. (Это значит,что | 
‚бчетное множество самое маленькое из бесконечных ми-в.) 
Предл. Объединение счетного семейства счетных мн-в счетно. и Се а 

Доказательсво. Лостаточно д-ть, что А х№/ счетно. Имеем: КАИ = ( 3) 

— объелинение счетного семейства конечных множеств, еоатаЕИ ав. . 

Следствие. @ - счетно. 
Возникает вопрос, существуют ли вообще несчетные мн-ва? 
‘Положим 2 = Мар (Х, До, 11 ). Очевидно, 2х равномощно В (Х) /каждому 

А<Х отвечает его характеристическая Функция У | 
Теозема. (Кантор) Ни для какого Х # 8 не существует скръекции Хх > 2%. 

" Док-во. Пусть х +» {, - такая сюръекция. Определим 9е 8^ боомулой Я (к) = 
Г=Г- 4 «(х) пля всякого хех. Тогда дия любого х ` т # ф ‚ ПОСКОЛЬКУ 
(уе 2®. Противоречие! а 

Метод доказачельстве зозырается диагональным пропессом Канто ура, (почему диа-. 
-гональшым - можно понять на поимере Х =), 
Опо. Говорят, что мн-во, равномощное =‘, имеет мощность континуум. 


Типотеза континуума. Не сущ. мощности, промежуточной между счетнсс и контину-- 


умом. /П.Коэн в 1963 г. доказал ее независимость от других аксиом теории 


множеств в. 
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ВЕ осень вы я Вер к овиаианый 














ЗАДАЧИ. | й 
Т. Мощность множеств : 
т. Доказать, что множество всех конечных подмножеств М счетно. = 


2. Доказать, что множество всех алгебраических числе (корией многочленов с 
целыми коэбфициентами) счетно. 


3. Доказать, что множество попарно неперевекающихся кругов на плоскости не ' 
более, чем счетно. .. 


4. То же, заменив круги восъмерками (парой внешне касающихся окружностей). 


_5. Тове, ти круги буквами"Т". 


6. Пусть (х — семойство положительных вещественных чисел, такое, что = 
сумка ть лей конечного подсемейства не превосходит фиксированного числа ` 
А. доказать, что (. конечно или счетно. , 


7". Локазать, что следующие миожества имеют мощиость континуум: ь 
а) множество иррациональных чисел; | 
6) множество трансциндентных чисел (т.е. неалгебраических чисел) ; 
в) мпожество всех последовательностей вещественных чисел; 


г) в^“а | ыы Хх и < КУ, 
п) множество. всех непрерывных функций [ : К > в. Га 


=. Локазать, что если объедипение двух множеств имеет мощность контипуум, 
то хотя Оы одно из них имеет мощность континуум. 


в) то же для счетного объединения множеств. 
_9* Покрыть круг непвресекающимися отрезками (точка не является отрезком). 


2. Вещественине и комплексные числа 
. Можно ли упорядочить поле комплексных чисел? 
Можно ли упорядочить какое-либо конечное поле? 
Привести пример поля, допускающего два упорядочения. 
р: Привести пример упорядоченного поля, в котором не верна теорема Архимеда. 
5* Доказать, что [К однозначно определяется аксиомами. Более точно: если 


А. И й. — два, упорядоченных полных паля, То существует единственный изо- 

морфизым. упорядоченных полей (К, —\, . 

5, Доказать, что |=, - 2,| > [12 - 2, || для любых комплексных #, и ®.. 

т. поли Аи В - непустые О ОВОтВаНИ и х<у для всех хеА, то В, то 

Че А < 5 с р ъ 

8. Пусть (А, хе - семейство непустых мажорируемных множаств вК_; пусть 

А=У Ах» множество чисел бар А). Тогда А и В мажорируемы олиовре- г. 
хе Е ‚ 

менно и и Фар В. 

9. Доказать, чтадля любого х>0, с существует единственное число у> 0, 

такое, что уп =х. 

О Доказать Е ИИ Архимеда: для кажщн х>Т, у> 0 най- 


дется т м 
ТТ: Лать отрогое ООИНОвИВ: позиционной системы счисления (папример, деся- 


тИЧНОй). 
Ти. Доказать, что (К. имеет мощность континуум. 


13. Проверить аксиомы поля в + 


5 
‚*;. 


а 








КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 


смотрим вешественную ЦИООВОЗТЬ В т.е, двумерное векторное простора 


ра 


стро над В, мы хотим сделать в полем. ЕСВЕЕНИО потребовать, чтобы 
Х.(=:з = а, Ул, ато значит, что В образует алгебру над К./” 


Теорема. На [К существует и И ПН с точностью до изоморуизма струк-* 
тура алгебры пад В. ‚ превращающая ве в поле./Это поле называется полем ком-/ 


плексных чисел и обозначается ©. Г 


| ок-во. Пусть (1,5) - базис в В2. Отображение В.-> В Е г. ее 
` тизно и является гомоморфизмом м т.е. можно считать, что о ВаБ® и ПИ- 


сать Л вместо Л^-Г. итак, ыы В2 имеют вида + в) ;а,веВ.. Имеем: 


Со. 8] == о. + (бе+о 4). +641 * так что умножение однозначно определяется эле: | 


_ ментом {8 ни р-уеВ/ 
| т У оао ых С 


= г Р. ум | 

20к-во. Имеем: ( {- к + @ „воли 4+ т>0, т.е. ф+ 12 для нэ 
которого се, то (}- Г 2-0>(1-2-®)(-Ё +2) = го, . Это противоречит и 
_.го © - поле /не имеет делителей о. Итак, ([-Е)* до 0“ 6) -.-е? длЯ ` 


некотрого %е ®., #0. Положим ©= УЕ, |: 
3 базисе {Т, 6? умножение имеет простой Вид: 


/*/ Сан) (6+8) = (ае-в + (а +6) 


/ 


| Рдинственность ухо доказвна. Ссталось проверить, что если умнохение за- 
' . дано /х/, то выполняются аксиомы поля. Проверим выполнимость деления не! 


Роли # =а+ вс, то полоним & = а - в.( /комплексно м. Имеем : 


= ай + 0 3 положим |=| =\[2.= - модуль . Стсюда аа = 


Своества:1Ихь+Я - явтоморфизм поля ©;.2/ |2. 2, |= 2,|; ана ре и 


ножаются, а аргументы складываются. 





- Тема 1. метрические пространства 


Спределение. Расстолнием в множестве Ь называется отображение %: Вх >, 
удовлетворяющее условиям: ИИ (С, Хх] =© и &(х,у) > 0 при ху. 


во треугольника/. Пера (№, (() - метрическое пространство, 
Примеры. Г. ®. с расстоянием Х(х, у) = к-у|. 
2. Сс расстоянием И. Г) = о 
3. В" с эвклиловым м 4%,У) = У ( (х я у} . 
ь 4. с расстолнием < (х, У) =[, -у| +\х, -у, | : 
э 


* 


функции А>@® с расстолнием $ (#3) = РС -9 (|. 


ое пространст: во. 


с 2% ук к. Очевидно, (ху) = 9 (х) УЕ 
ВОЙ имо р (х,у) = = мен 3) при х Е у, пак, .‚Х 
на ® . Зеполняется более сильное. услвоие, 





чем нера звенство треугольняе 





| Геометрическая реализация: при перемножении комплексных чисел модули перем- 
| 


И2/ (ху) =е(у,х) Ух, | Их бк 2) 4, +4(у,2) У х,у,26Е /нер- 


Это = р-адическое м 


НИ 


Г 
в. 


|. 
у 


СА РЛС ан ЕЕ т т к в нет ет Чиде ег 


А - ВОВ а Е = В(А) - множество ограниченный 
# 
| 


6. Е -— произвольное бет, НЯ ео) т при ху. это - Дискрет 


| 
7.Пусть р - простое ‘число. Спределим функцию и : @ \/0} 9 -* 
- р - показатель; \/5е 1105 представим в виде р ме, Ге или = взаимно про- 











ее 








} 
Не я 
Е а мы 132 
о ские, № ЖЕ о, О-ВА В 


а Я и 
А > ы 4 Вр : 
> ла) илом ( (4) о) — ультраметрическое свойство. 


&снструкции: {/ Подпространство Е.Е. 
2/ Произведение (т, . 
г 


деляетсл формулой ((х›у] = илом (1, 
ини или (а же | 
| ВИ Биекция-Й : ЕЕ н 
4 ч).густь теперь ЁР - метрическое п 


и (=>, м расстояние в Вх Ё. опре-ч 
(%ч ). Можно также взять сумму рассто-. 


1) ^ |] 
азывается изометриеь, если &(2), #9) = |. 
ространство, Ё - некоторое мнохество,а | 





]:3 - Е - биекция. Спределим расстояние на Е формулой Чбх,у) = 4(2%, #4). 


2 становится метрическим простраствам, а р — изометрией. Пример: расширенная и 
вен.прямая Й. сункция = пана К есть биекция В (-1,Г). Сбратная биек- | 
ция залается уормулой 9(7}= У(.-19] . Присоединим к (К. # точки +52 «-©0: 
В - ВУ ®7 ;продолким [ ло биекции ?: ®-> АТ] : Роз) = ЕТ. М - метр. 

пр-во с расстоянием (ху) = |269 - 1. Перенесем в Вс (-1,1]отношение поряд-! 
ка < /Ина({® оно созпалает с обычным, И -2 <\<*+°° УхеК/. Пепустне подмно-: 
кестаа В всегда ограничены, Т.е. Аи АВ В определены всегда. -| 


Замечание. актормнохество метр.пр-ва по некоторому отношению эквивалентно-,_ 


ътИ мстет не быть метрич. пр-вом. 
Слозарь метрич. пр-в. (2,4) - метрич. пр-во. Элементы Е - точки. Ёсли ав Ь Я 
#70, то В(а,© } =(хеё | {(а,х)=*Т- замкнутни шар; 9@;‹) = хеЕ| 4 (а,х)< СЁ-о 
сткратни шер, $ (а; ) = [хе Е|4@,х)=2} — сфера /все - с центром ваи раз 
диусом 2 Упр з 
мыкание открытого; в/верно ли, что шар большего радиуса не может оказаться *. 
внутри шара меньшего радиуса? ь 24} И р 
сли А и В-непустые подмножества Ё, то ЦА, В) = Ч расстояние | 
мехлу Аи В. Замечание Бели ААВ Аб, то ЕВЕ С. Более того, может быть 
и ((,3) =0 при АПВ =. р 
Расстояние от точки до мчожества: @(х,А)= (5%, А) ф 
виРыето АЕ @: ЧА А = $4 <Цх,у) /сн может быть +=/. 
ограничено, ослики ЕЙ/ , Пример: ом В(а; 2] ® 20. 
з22зление.Юсли А и В ограничены, то АУ В - ограничено. 


2ск-во: более точно, еси АОВ) < мл (А Де В + 4(А,В). 


ис. Построить примеры; б/верно ли, что замкнутыи шар -— за: 


$ 





о зан 
> 2 -С Ты 














Ё. 

мисуество Ц<Е - открыто, если оно с каждой точкой а<«У содержит некоторый 5 
сткрытый шар\Л(а;*) ‚>20. биЕ- открытые множества. 
Утв, Зсякии открытна шар - открытое, мн-во, ‚ 
д-во: Ясли хе (а; 6), то У т= Ф (а,х)) < И е). | 
‘та. сэъединение люЗого семевства и пересечение конечного семеиства от- | 
ытых мноместв открыто, к. 


| Какао чат . 
ин-ра в И это объединения“Счетного семедства непересекаю-` 


множества - оэъединения семеиств открытых шаров. 
Т/В дискретной пространстве всякое подмн-во открыто, 
РИ/Если Ро > = подир-во, то открытые мена в $ = 310 мнева ви 


ИЛЕГ ,‚ ше\- открыто в. д-во. Счевидно, Ч аеР имеем О-о) ПЕ м 
Скрестности: Пусть Я Х А= в, Сткритои окрестностью А наз. любое открытое 
многество, содержащее А, а окрестностью А любое мн-во, содержащее некотор” 


В 
В 
} 




















ВЕ | Н : 
Увы ор. Не ава . р 


отконтую окрестность А, №сли А = ху, то говорят об окрестностих точки х. 


свогства:[. В АСЕ име мн- т. «хе [< ((х ‚)<Яе-сткрытая окрестность А. 
2.Пересечение конечного числа окрестностей А - окрестность А. 
5.47- открыто У является окрестностью каждой из своих точек. 


‘тренность. Точка х - внутренняя точка А, если А - окрестность х. ры Иили Е 
ф А/ =Рх - т точка АХ - внутренность А. | 
Свойства:Т. АО-есть наибольшее открытое множество, содержащееся в А.(УА) \ 
он Ас В, то А0с ВО. З.(АПВ) О = АЛВО МА,ВСЕ. 
Точка хаб - внешняя для А, если она -. внутренняя точка Е\А. ь 
Утв. х - внешияя для => «(х, А)>0. 
Ст. Замкнутое мнохество суть дополнение открнтого. 


‘меры. @,Е; в дизкретном пространстве всякое мн-во замкнуто; если ЕсЕ нод ® 
странство, то замкнутые мн-ва в Ё = пересечению замкн.мн-в`вВ Ес ЕЁ; замкн. ъ 


ПО 
шар и с:ера - замкн.мн-ва; одноточечное мн-во - замкнуто. 
утв. Пересечение любого семеяства и объединение конечного семеиства замкну- 


тых мн-в замкнуто. 
(-5. х - точка прикосновения А, если всякая окрестность х имеет непустое пб- }. 


4 54Е 


сечение с А. оножество всех точек прикосновения А наз.замыканием А и 900- + 
значается А. Пример. Если АСИ то эф Аи 14 А лежат в я. В 


Своиства. Т. Хх - точка прикосновения А (=> х - внешняя точка Е А, ра 
2. А - наименьшее замкнутое множество, содержащее А. Се. 
3. А = замкнуто<=> А = А <=> А содержит все свои точки прикосновения. ! 
4. АсВ= АВ. 65. АВ = АУВ. 


’Спр. Точка х - предельная точка_А, если любая окрестность точки х содержит, 
НОЕ мн-во точек ин-во предельных точек А обозначим через А^ 


- иредл. А замкнуто для всякого А. имеем: одел. 
Слр. А плотно относительно В, если Вад. Если А плотно относительно всего Е, 
то говорят, что А плотно в Ё или что А всюду плотно./Это значит, что А = Е./ 
Пример: &® иВ\@ плотны в. | 

‚ Непрерывные отоэраженил. Пусть (в, 4) и ©. ( | метрические пространства, 

ТА. > 3: Стобрахоние 2 наз.непрерывным в точке ХЕЬ, если для всяко окреотнот 

сти М“точки В) в Е’найдется окрестность \ точки Хо В В, такая что 4 (м) < \* 


















п ОА ими ине, пении 
в вн вы о вые 3% 


















? - неяр ернвно в Е. п, если оно непрерывно в каждои точке Е. Пе} еформулирозки: + 
-- непр.в хо прособраз_ любой окрестн. точки к) есть окрестн. х ЕО 44 >0: й 
9 Ж, Хо) $0 => «7 (ЁСО, Р(к))<5. — | 
рблл.олелующие условия эквивалентны /[/ 4 непрерывно; ОВЕН (у О й 
Эго откритого СЕТ ‘открыт в р прообоазь замкнутых множеств замкнуты; /// № 
с (^)с 200. а й р } 
предл. пусть {10-2 Е ХЕ, ад: +Е - непр.в 19 тогда 9°{ НО 
В ЧАСТНОСТИ, КОМПОЗИЦИЯ непрерыйвых цункции непрер ыВна. В. 
таре. Стр ничение ненр, отображения на некоторое подпр-во непрерывно Е 
.. -> Вй’олвномерно ненрер ывно, если УЕ? 4%,0: 44,4) <8 = 

ом ео непрерывное Собрежение непрерывно, аа 


зи. 





Примеры. следуюмие отодрачения равномерно непрерывны: , /Г/ Вложение ФТ > 
“МЕся ; /2/ Проекции ЕхЕ -КиИЕхЕ-ЁР; /З/ рункция расстолния (:Е ХЕ» 
>В; /4/ МАСЕ дункиция х > (,А) 


-рункция х +>х2 из В в непр., но не равномерно непр. 














ры 
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ое 


ЗАДАЧИ ПО иВАРИЧЕСКИм ПРОСТРАНСТВА 





Г. Пусть ®- сфера в №3 /с эвклидовнм расстоянием/ с центром 6,0, 1/8/ и | 
радиусом 1/2, а Р= /0,0,1/ - ев "северный полюс". Определим биекцию / : 6—> 


и 1.) 7 
— $ \(Р$ , полагая #(С=)равным точке пересечения луча /=,Р/ с Х .Ды считаем, 
что © вложено в В : Их + &у/ => Их, у, 07 1 
2/ найти яврче формулы для фи обратной биекции 4 к 


5/ положим 6 =60 {= и продолжим [ до биекции | .С->$ : ] (©) =Р. 
Перенесем эвклидово расстояние с $ на 6 с помощью биекции 1 ‚ Задаите полу- 
чаютееся расстояние в С явной формулой. Каковы шары и сферы в 6 ? ХХ назы- 
вается расширенной комплексной плоскостью. / 
2. Пусть а + расстояние в множестве В, удовлетворяющее ультраметрическому 
неравенству: 6 (2) < мове оС“) Я. 4, =)) Е Е,. | 
а/ покажите, что если с/х, = ау, &/, то Их, =/ кал (к, 648); 
5/покажите, что любой открытый шар\А/х; © /является и открытым м замкнутым | 
нолеством, кроме того \Л/х; © / =И /у;е/ У уЕМ /х; © /. То же верно | 
шля замкнутых шаров; | | | 
в/ покахите, что если два шара в ® имеют общую точку, то ‘один из них со- 
дертится в другом. ы | 
г/ покажите, что расстояние между двумя различными открытыми шарами ради-: 
уса ©, содержашимися з шаре радиуса &, равно ©. | 

3. а/ Если хе В/а; Е /,то 6 Их,В/а; © // > и /х,ви - ®. 

гена, дев ИИ а Ане оадия 5 № | 

4. локазать, чта любое открытое множество в В есть объецинение не более 
чем счетного семеиства непересекающихся интервалов в В. 

5.мМножество А в метрическом пространстве Ё называется локально замкнутнм, | 
если у хеА существует окрестность \ точки х в Ё, такая, что А АУ замкнуто! 
в \/. Показать, что локально замкнутне множества - это в точности множества! 
аида ДИР, где С - открыто, а ыы — замкнуто р Е. 

6. Семейство непустых открытых множеств (М лев Е называется базой, 
если либое открнтое мнохество в В есть объединение некоторого подсеменства 
этого семейства. локазать, что (У )\а- база <> ИхЕЕ и открытого эх су- 
ществует Хебфтвкое, что хе М< У. 

7. доказать, что следующие условия эквивалентны: /Г/ ВЕ есть счетная база! 


аеиатитчиарья чето потечет иерея. та ЖАЛЬ: 


а 


ее 





Ы 





дет ле: 





открытых множеств; /2/ в Е есть счетное всюду плотное множество. РВ 


тво 2, удовлетворяющее этим условиям, называется сепарабельнны. в 
&.}скезеть, что все следующие пространства сепарабельны: Ю ‚©, лкбое под- 
пространство сепарабельного пространства, произведение двух сепарабельных 


пространств. 


имам 


75” Токазать, что если А плотно относительно В, и В плотно относительно С, 





хе м 
то А плетно относительно С. | 
[С. доказать, что Сбъединение открнтого множества и множества его внешних! 
точек всюду плотно. | 
[1. оказать, что лхбые два непересекающиеся замкнутые множества имеют не 


пересекающиеся окрестности. Более точно, любне два А и В, такие, что дпр | 
=АЛВ = $, имеют непересекающиеся окрестности. я 


’ ; 


| 
: 
| 
| 
* 
1 





Е ны = 
м - И ти 





Задачи по метр.пр-вам. Продолжение, 


Ре я } : : г 
[2. Пусть 4: Е-Р и 9: Е -б-- непр.биекции. Д-ть, что если 94 Ес - 
гомеоморфизм, то ‘и ый — гомеоморфизмы. 
а = . 
п 


13. Пусть ал >0, и Док-ть, что существует бесконечно много таких 
номеров п, что а, > а, для всех м>п. 


14. Пусть (х_) - последовательность в метрическом пр-ве Е. Д-ть, что если схо-. 
дятся три подпоследовательности (Ху), (Хи)  И(х:„) то и(хр)также 
сходится. = _ 
15. Пусть (%) - последовательность в В, Ё - мн-во ее предельных точек. Поло- 
| ИИ ). ы <> , 
ЖИМ би Хр = З4РБ, © Ху = с] Е /верхний и нижний пределы последова- 
тельности/. , й р 
а/ Положим х’ = зар {Хм [№ хи, Д-ть, что{хо 7 сходится и (4 „Хи = 99 Ху/ана- 
логично дяя их ы аа 
6/ Положим Г = {хе В. |хзх для т ПО/т.е. всех, кроме конечного числа/. 
Доказать, что Г - промежуток в К, содержащий + с ‚и Е = см хп. 
в/ Последовательность (ху\сходится <=> бад к. = фи Ки. 


Задачи по полным метрическим пространствам. 
я р, / . 
Е итеть о, Е метр.пр-ва, А<ЁЕ и ФА Е О отображение. 
Колебание 4 на А есть по определению сли А) . Если ае А , то колебание 
Ц, (а;2) отображения { в точке а по множеству А есть 4 ии + (УП А) 


ыы / Ро О. 
/\М`нробегает окрестности точки а/. Док-ть, что если Е полно, то а ви я = 
Г = 0. х-й._ 
2. Пусть Е - ультраметрическое пр-во, Д-ть, что последовательность (х) вЁ 
| 2. И 
есть последовательность Коши ==> би. (К, К.) =0. 


3. Пусть Х - произвольное мн-во, Е - Мн-во всех последовательностей (ху У 
Если х =) у =(:) - различные точни ЕЁ, то положим К(х,у) равным нак- 


меньшему номеру п, для которого х_. = у. Положим б,у)= 1/ КОх,У) при х ку 
ах = 0. окажите, что (/ превращаей Е в ультраметрическое ‘полное пр-во. . 
4..Построить полное мэтрическое пр-во и вложенную последовательность замкну- 
тых шаров в нем, имеющую пустое пересечение. 
5. Доказать, что пр-во полно <=> всякая стягивающаяся после овательность( Е.) 
замкнутых мн-в в нем /т.е. Ру Ро... И юм Ру О /имеет непустое пере- 
; Сечение. Е 
6= /Теорема Бэра/. Д-ть, что в полном пр-ве пересечение любой последовательно- 
„ Сти открытых всюду плотных ми-в всюду плотно. | 
7. /Принцип сжимающих отображений./ Пусть Е - ПОЛНО и 4 : В В - сжимающее, 
‚ @.Ух, уе Е Е сч), где о << Т /. Тогда 4 имеет ровно одну 
неподвижную точку, т.е. такую точку, что $ (х)= р 
8 Пусть А - подпространство полного метр. пр-ва Е. Д-ть, что А’гомеоморфно | 
полному пр-вух=> А есть пересечение счетного числа открытых мнохеств в Ё. 


9. Пусть А - плотное мн-во в матр. пр-ве ЕЁ, и { и непрерывное отобрахж. 
а/док.,что для того, чтобы существовало непр. отобр. 7: Е > Е; совпадающее с 


1 на А <= \ хеЕЕЗ тЫ . Отображение ф единетвенно. 
Ед й я 
6/ Предположим, что + равномерно непрерывно и Е’ -полно. Д-ть, что /) сущест- 
вует и равномерно непрерывно. | | 
10. Пусть - пополнение 0 по р-адической метрике. Д-ть, что сложение и умнс- 
жение в @ однозначно продолжаются ди по непрерывности на 6, и превращают 
0. в поле / оно наз. полем р-адических чисал. | 
Т1* а/ Пусть |. : Е- Е - отображ. метр. пр-в. Д-ть, что мн-во { хб Е |2 непре-- 
рывно в х есть пересечение счетного числа открытышх мн-в ВЕ. 
б/ определим функцию ?: В>В формулой: 
209 — /- если х = р/4.© 6. - несок а 08 





р | | О, если х - иррационально. ат 
й _ (х) наз. ф-ией Римана/. Д-ть, что |) непр. в хо В <=> х иррациоанльно. 
в/ Существует ли функция | : ®> , непрерывная во всех рациойнльных точ- 


ках о всех иррациональных? /указание; воспользоваться час- 
тью а/ и задачей 6/. / Бен 














6, Конкре 


Семинар оО функции" 


Илея пронзводяще ой й ункиуи: послеловательности (а, ат,.ь.) сопоставля= 






ют ‹ пункнию (5(2)=@о* =+а.2 +... Информацию о последовать О получают 

узучая эту функцию. Тавриер, 2% =6(0 к г. 

ИрИкорь Ими (4 * ВОО т г. а. ити? = (Е 84 )-1 
лом ЕЕК, ‘Имеем: а =", 

откуда 2 = 6.(. Г] =4, И и пре & Е вон. ) р чт 

Обоснование метола: существует число К(= 4 о ) такое, что ряд 2 Ч 






абсолютпоуеходится при [2 ® и расход тоя при [212 ®‚„вВк круге 2х В 


рассматривая ряды как формальные. 
Рассмотрим основные операции над последовательностями и производящимии 
функциями, а также нокоторые ИХ свойства. 
Т. Линейность: если ©, (%) = зат“, | <(2=)= а а. 
ты, то ее 6; (=) = ` обеь В вые 


2. Слвиг: Вели (-(2) -производящая функция для а, ат, ... › ТО =“ 6 (=)- 


- произролящая Функция для _0,0,...,0,а озАт» *** * 
и “нулей: ра 





ваколны в89 Дааьнащио прообравованая, нааче можно не ваботиньея” о охенимоо ту 


| 
| 


— констана 


| 
| 


| 


{ 


Доле, (6-(#) 06-6 2)-., аз ек“ уз - производящая функция для (а„›а, ие), 

Примерн. з Пусть С(=)- производящая т после о а 
Тоглаг6(=) - производящая И О ва) = и в — производяя 
щая функция для (1,0,0,...), © (#)- Е ТЕ бе ы — сумма 
поометрической протросепи. 
к &) Числа Фибоначчи, Е о=0, а. Е Е Ра о (п >). С (=) = 

“. т < С (>) =764): = 

с ее го" = ЕР Е, Ее" ен ет 
Применим эта для я получения явно) 09 мулы, я Ра 6 (=) = Е: = са — 2. 
га 29 > ее" 

= 2 (79 и - 

Отсюда. С-(=) = = = (Ч о я - НИ 2-. 

%5 > = в т 

3, Умпожение. Если ©, (®\= 2, 9%®”, 6%, № = т, то в. 6, (&) = 6, 6+ 
«о, а) ве... =. производящая функция ‘послед. с 2. о 


Пример. Произволящея функция для частных сумм (а о+ат+ ... ат) исходной по- 
следовательности равна, = ©-(2) 


Часто возникавт сумма С. = 2 (к) 44 (к Тогда удобно брать производящие ф-ции 
вида > 94 2^ у побкольку аа к 
т к! и Г Ты к)! 2 
4, Замена переменной. ©) - производящая функция для ва. ‚ сат, с вр +) 
Применим это ДЛЯ прореживания последовательностей. Очевидное 


| 
} 
| 
| 
| 
| 
| 
] 
] 


ры. + (С) +6С=))= быта, в" + ..-. , 
1 (©) -6(С2)) = ца а 24+. .. й 
г 3 
Как извлекать каждый третий ‚лен? ть» 9 = ть ` со и -хт С 
Имеем °С (+) = бо чо, + 44. "газ" в ага да“. 484 (#(@+ ое» 
те бо + я а а а = @а+ а. 2% а, 2% © ты 
го тж 6:(#) + 

УЕ 27) = бь+0,5 8 02 Е в: | Вы, 36-44) ь 

5; Диффемренцирование и итегрирование: аи о 2. т „2“ то С 

д-| =“ 
= м9. = Е ие. | (9 = = са С, Ана“ 


%1. 
Итах, дифференицированием можно умножить п-ый член после Фрательнооти на 
многочлен от"п" (а ОИ ем — на многочлен от "ТИ" мии 

Примеры. т 1+8 +... => чё = А+ да За“... № 


№ -6Оо-ЭсаЕ. а,. 
тные произво 


Биномиальная формула: (2) б= 4+1 + 
Это верно при (1ЕЙ`и =) или ( ЕТ <1 и в У®). 

























сем. "Пр.@-Ции". и ги\ к | и, 
р ке -й имеем: 2, (к)х ых т ‚ Пи Ие- в. т И ыы 

- -и-& РИБИ -и- ^ р 
г г” \ | (2) — 2 \ и (-ц Е № ты =К 
(Сделать и и получить тот # результат о ряда Гь -) 
Аналоги биномиальной Фор р ы } р 
р = па ‚‹ (Ячи- 2. в. ]2“ ; числа [кназываются числами | 
Стирлинга Т-го рода. Рик 
Ю) ет р = хе {=“ й че | числа Стирлинга, я 

в. а)... (- Иа). (м 
ел (1+92) (1 2) в. ыы =) р” к) д% 

_8) $ - биномиальная формула: (1+ 2)(1+$ - 0 

Свойства числе С*] ко Си - ом опраделены при и ке 2’ и, о от 
О только если а Г@. а этом [5]=0, (51:0, (5 —. БЕ о (Е ый 


ы | 
Е. > ы 
лед м ей } в ва [ 


- < 
= 
#8 





} 

о — число перестановок П элементов, имеющих ровно К циклов. 

И — число разбиений множества из П элементов на К непустых непересекающихся 
подмноместв ( =(число. ‚‘сюръекций множества из П элементов на множество из К эле 
ментов), деленное на К! 

осели 9 - натуральное число, и существует конечное поле |2 из {4 элементов, 
1». („д - Число К-мерных подпространств в П-мерном векторном ‘пространстве над 


пор т аа мер и -р ъат-е о мк е 





У. % В, (и) ? 
 Явная формула для (к а (1 | = - ^^ еб (№ =0(- (о ).. 9 1). 
али 15-18). ет $ и) (и-к) 1 


Задачи по теме "Производящие функции" 


Т. Пусть последовательность (а, И ы Е орет рекуррентномя соот-‘ 
ношению ал = са, + са, + ++ Са, (изк казать, что НВОЖАЩЕЯ 
‚функция этой послалоР: УТеЛЬноСтИ есть "Чолином, а на 4 - С Е-С, 2. 


2. Для каждых И и % напишите явную формулу для ей. 
икв 


3. Пусть Н= (1+1/2 +1/3 +...+ 1/к). Вычислить производящую Функцию для(Н,) 
/ответ: -1/1-2) # (1-2). тег сх т __ а, 


4. Вычиолить а к оаь Е (2), йа] 
ТЕ = = уКыф ее о ны. ‚ (#) Ча = ый 


6) Доказать и соотношения: 


ре], Се река 


( га < ( м 
. Вычислить сумму ‘с, АК 


5 

6. Показать, что сумма в: и к) Е кк ость число Фибоначчи. 

9+ Пусть а а,=0; ат=Т; а= а т+бар_о (при п2#). Найти явную формулу для ах. | 
8. Найти Обои бункцию для последовательности (а 2 21.31), | 
9. Найти произволящую функцию для р(п) - числа разбиений п в сумму натураль- 


ных числю/ (разбиения, отличающиеся а. порядком слагаемых, считвютсл одина- 


КОВЫМИ 9:4 
‘10. Пусть @ (2) - производящая функция после ЕНОТ (ао›Эт, вне Па 


всех млем, Еж выразить сумму гие через С-(2). 
та №00 № * 

ТВ а еь (к-з. бий. Докажите, что два базиса 
И мя — И (“ из0+ в пространстве миогочленов связаны между собой 
следующим образом: а. д се 9 

| ре = % 
четких , яве! [к 


^- 








$ 
| 
| 
| 
} 











НЕ + * 9 
и. й. № 4 (ий) к 
ге Е Э З +1 
1. Доказать, что сумма 1 +3. М рава 2 ки СЕ- м 
Выпишите ответ явно дия И, = #,3, а 
сы с. ВЕ 
13. Доказать тождество: (\+ 4)“ Ро Ех —9 


и Фи 
ТА. Вычислить сумму : ) |. ( Ч ,, й | ;) а 
5. Докажите следующие утверждения: (а) [к] есть число перестановок и. вл Й 
| 
ментов, имеющих рорно к циклов, з } 
(0) ЧЕ есть число разбиений множества из и. элементов на к непустых Вон Е 
МНОЖЕСТВ. 

(в) сли 4 -патуральное число и существует конечное поле [у из 9 эле- 
ментов, то (\] есть число к-мерных подпространств в и-мерном векторном про- 
странстве над Ё,. * м НЕ (и) 

16. Пусть я а (4-1) (4. -Г)...(9 >). Докажите , что (= 8. :Фи- *) 


и ба: 


— 1”. Докажите тождестра: „ 


(2“-П а =; 
(4. 0-8) = к! 2 [Е] = 
абы к. | 2 (к) = г 


18* Решите залачи 50-56 книги Г.Полиа, Г.Сеге, "Задачи и теоремы из ана- 
лиза" т.Т, отцел Т, 64. 


19. Числа Бериулли В, Г к20) определяются формулой =. | 
2 
а) вычислить В, при к = 4, 


0) Доказать, что В, = Вв=Ву= 01 
в в) Локазать, что т а г Е Ев» = 





# 
} 
р 
й 
р 
ь 
| 


анны 





ЗАДАЧИ ПО СВЯЗНЫМ 


ЗОГИУ РАНЕ НК Г, & я 
ПРОСТРАНСТВАМ 








Г. а/ Если А = связное мн-во в метрич. пр-ве В,и АСВСА , то В связно. 
б/Доказать, что все связные компоненты ЕЁ замкнуты. | 
<. Пусть Ат, Ао, ....,Ац - Связные множества, иакие что АКПАт еб при 
Т=к= П-Г. Д-ть, что О А, связно. 
Т<«К<ПК .- | 
3. Пусть Е - связное метрич. пр-во, расстояние в котором не ограничено, до- 
казать, что любая сфера в Е непуста. м 
4. а/Пусть Е -такое метр.пр-во, что все замкнутые шарн в Е компакины, и 


г о -. и в 
(а; *.) В (а* а, С>0. Доказань, что все замкнутые и открытые 
И(а;*) (а; 5) У новое НЫ того у в 

шары в Е связны /в частности, получите то все промёжутки в № связны /. 


б/ Пусть Е = [уе в" | Х=О, Оху<Г или О<х< Г, у =07 расвматривается. 


с расстоянием (4) ее) = чая (-ЖЫ 3 оказать, что все шары в Е связны, 
но замыкание “\/ (а; ‚ #8 обязательно есть В(а; аа | 
5% Пусть Е = [(К,У)Е® | Хх - иррациокально, Озу<Г или х - рациоанльно, 


а/ док-ть, что Е связно. р 4 ча) 
б/ Д-ть, что для любого непрерывного офображения $ => (* ‚ 954] из 
м вв функция х(+4) постоянна. В частности Е не является линейно связным, 


&. Пусть Аи В - связные мнова в метрич.пр-ве Е,такие, что АПВ ХВ, Д-ТЬ, 
что АцВ - связно.. 


7. Пусть А и В два непустых замкнутых подмн-ва метрич. пр-ва В. Дать что. | 
если ДиВ и АЛВ связны, то Аи В связнн. Привести` пример, показывающий, что' 
предположение о замкнутости А и В нельзя отбросить. 


8. Доказать, что никакие два из следующих пространств не гомеоморфны: 


=; 2;О;Ту <>. | | 


9* Пусть Е - компактное ультраметрическое пр-во. 
а/Д-ть, что Ухо Е мн-во Гб, х) | хеЕ{ не более чем счетно, и все его 


7 > 


точни, кроме может быть 0, ‘изолированы. 


б/ д-ть, что каждая компонента связности Е состоит из одной точки /такие 
пространства называют вполне несвязными/. 


Задачи по предкомпактным и компактным пространствам. 


Е Д-ть, что любое ВАНО пр-во сепарабельно /т.е. имеет счетное 
всюду плотное подмн-во/. | 


2. Пусть АСЕ, и © > 0 У существует конечная -сеть в Е/т.е. такое ко- з 





нечное подмн-во {Хт,...,х 1сЁ, что Ухед чх.; /(х <Е/. д-ть, что 
А предкомчектро 1 во Ножи) 


3. Д-ть, что пополнение предкомпактного пр-ва компактно, 
4. Доказать, что объединение конечного числа компактных мн-в компактно. 
т а/Пусть Ь компакт; 4) ег открытое покрытие Е. Док-ть, что Де >09 


а О любой открытый шар радиуса & содержится в некотором И /ев-во 
ебега/. 9 


б/Привести пример предкомпактного пр-ва, для которого св-во а/ неверно. 


6. Д-ть, что любое непрерывное отображение компакта Е в метрич. пр-ва Е рав-. 
номерно непрерывно /указание: воспользоваться предыдущей задачей/, 


7. Пусть А - компактное и В - замкнутое мн-во в метрич, пр-ве Е, и ДЦВ = 8. 
Д-ть, что (А,В )>0. 























ие о д. оплата пота меш ль алые поет тсяГ а Ян о сы. 





задачи по раны и компактным пр-вам т юдолх: анис” 


8* Пусть (в, а метрич.пр-во такое, что Е ограничено. и: о) ЗВ = ЗЫ 
во в у замкнутых подмн-в в В. Для любых Аи Ве) Ж В 


и (А.В) = зы ( (А.В), 9(В,А)). 


|. о -ть, что Е расстоянием в вы ВНотоНДЕЙ 
6/ п-ть, что если Е полно, то ФВ) полно. 
в/ л-ть’ что если Е предкомпактно, то и “(Е предкомпактно. 


`/Значит, если Е компактно, то (Е компактно /, 
_ЗАЖАЧИ НО МОНСТОННЫМ ФУНКЦИЯМ ЛОГАРИФМАМ 
Г. Д-ть, что отображения | х,у)-> мах (х ‚) х,Уу| => Ум (х,у.) равномерно непре- 
рывны ВКхК. |, ) (* я (ху “{,у) 
2. а/ д-ть, что ф-ция й х у ‚> Х+у имеет предел по мн-ву Вх в каждой точке 
(а, в)= Вх В. ‚кроме двух точек (-© + ®) и (+09 -о°) . Если хотя бы одна из коор 


ЭКСПОНЕНТАМ ИТ. 





инат а,в равна + со ое — с5 /, то этот предел равен +50 /соотв.-9/.. 
б6/ д-ть, что ф-ция (х у} _ предел по мн-ву Ах `В в каждой точке 
(ав)свх В кроме 4- ы Е О) ( ы-м СТО) ‚ 60) . Если хо- 
тя бы одна из координат а, в бесконечна ^ паив имеют одИзкевые знаки /соотв 


п_ тивоположныеи то этот предел равен + ©° /соотв. - © и: | 
`в/ Д-ть, что ф-ия (ху) => хУ имеет предел по мн-ву ее х В в каждой точке 


та г принаждлежащей замыканию в. в №. кроме точек (С, о), & >, 0), (г, -©9, 

(1,- 2). 

3. Пусть Т - некоторый промежуток, и;: Т—В. - монотонная функция, д-ть, что 
5 непрерывна всюду, кроме м.б. не олее чем счетного числа точек. 


| 4, Пусть Я {о, ГВ. - ограниченная функция, такая что ба. и (*)=0, Д-ть, что 


$ 
существует непрерывная незозрастайющая функция 4 и непрерывная неуб ываю- 
цая ф-ияс| , на ОзЕЛ Тание; что © = 92@)= т ы 9 в ЧЕ 3. «Е 
при хе ®,Ц. ах | 
в, аи, ПИ НВ у; довлотворлот условиям 4 { (х+У] = 5) + 4) и Дб) = 
ит к ПЕТЬ что либо {= = О либо Ах )=х. ж | 
т а рт : @>С - непр. и удовлетворяет условиям Е 4(=} + (и, 
(ый = рерлть, что ‚Оо, 2=0 ‚ Либо { Га =, либо 2(=) == 
=> Д-ть, что в Е: дм в к.“ в м \“х = К. | 
7. а/ Пусть би, а-=а « ИТ, 976 а. т на. 
ти 
б/Пусть ал ее. У и С ад =а. д-ть, что бад Мб“ има, я 
в/ Д-ть, ее 2, те ее. /указание: применить 767 для а, =( (+2) 
8 Пусть 9 .>0 ре" х бы (в, +4.+..4 а, )=$.Д-Ть, что о Пас 
и «ки. в 
9% Пусть аа > о Уке№. ть, 99 о (Еве) ье и. 
к г а ия | 
з | г, р } 


10* Решите задачи 167 - 172 из книги Г.Полиа и Г. Соге, ЕТ ОТ в ПЛ 
2. (Эти задачи не обязательны, поскольку и дидференциального 
исчисления, но чрезвычайно полезны. 


зи 
ТТ. а) Д-ть, что Охе- (Т+4г* о 








$) Д-ть, что е иррационально. 


О бы онных 











Продолж. темы"метр. пр-ва". зы | | 
ий ка Е ‚ ТЯ | 
Опрделение: ] : В ->Ё - гомеоморфизм, если . — биективно и 4 и {{ непрерывн. 
ви Е’ гомеоморфны, если 3 гомеоморфизм Е - Е’. Гомеоморфность - отношение эк-: 
вивалентности (т.е. если ид —гомеоморфизмы, то /4и 9% - гомеоморфизмы). 


Топологические свойства (понятия) — инвариантны относительно томеоморфизмов 


(т.е. их можно выразить в терминах открытых множеств). Пример. Понятия ок- 
рестности, замкнутого мн-ва, внутренности, замыкания, плотных мн-в, непрерыв-’ 
‚ ных функций - топологические; шары, сферы, диаметр, ограниченность, равно- 
мерная непрерывность ф-ий - нет. | ыы 


Иначе говоря, пусть 2 и . - два расстояния в одном пространстве Е, Ви ь р 
Ес - соответствующие метрические пр-ва. Вели тождественное отображение ЕТ в. 
Ео - гомеоморфизм, то 4 И р называются (тополбически) эквивалентными. Лруги-! 
ми словами - в Ети Во совпадают семейства открытых множеств тогда и т.т. ‚ко-' 
гда всякий открытый в [т шар открыт и в № и обратно у откр. шар в Е> открыт... 
вЕ.. Всли у } Е —> Е. - непр., а обратное отображение - нет, то метрика т 
(топология) Ет сильнее, чем в Во (в более сильной больше открытых мн-в) .- ь. 
Птимеры. 1. х в» х? - гомеоморфизм (в дальнейшем гомео) ®-> В. ‚ но не равно- '. 
оно непрерывный. Е = 

2. Обычная метрика в ® эквивалентна индуц ованной с К. 

3. Три метрики в В“: овклидова, |х, - Ух, у и мах( |х,- у, |х - у). 
эквизалонтиы. 10 0 т любого троизвольния | №: это следусот’ из Нора“ 
венытв: © мах (1.0271 2 мах ‚4 ), й 

(уч). 20). | 

2’ мах (1, ‚ч.7 ПвИЕ > мак, 4), й 

4. Дискретная метрика на В. сильнее обычной. в 

5. Отображение >в (®. ("наматывание" -биективно и непрерывно, '. 

но не гомео. А в 

Пределы. Пусть Е - метр.пр-во, А< Е, аеЕА\А, { : АЕ | | | р 
Определение #4(х) = а’, если отображение 9 :л {а Е’: | 


| 900 = 99, хе\. непрерывно в т-а. 


Переформулировки: 1) \/ окр. Ч” точки а'вЕ’З окр. (/ точки а в, что 
ФА <“ , | 
2\ Уё>0 4 > О: хЕАД, 04 (х,а)< 8" = (4 (х), =) зе = 


эхи определения имеют смысл и при аеА, но тогда Ди равен 4 (а). 


Примеры. Т)Если Хо - н6 изолир.точка №, то вместо а пишут просто а 
о 


1. Кв \АХоб 
2) Юли В = В, то т И бы — лево- и правобторойние пределы (иногда 
пашут А и бам т Ка 
Х>Ко-9 х-ък.+0 гы 6: х 

3} Предел последовательности А = М, а=+® ‚ Е=В о ы 
Критерий выше означает, что их =а <> У окрестности \М 5 а почти все точки 
кроме конечного числа) И”Лежат в^\/ <=> \0 3 По: УП, = а, хих! 
<& <> Аа) 50, РЕ 
сходимость В В(А; В.) называется равномерной сходимостью функций. 
5) Сходимость функций со значениями в втх #2 - покоординатная. ) 
469 


пит" ет ту тоя 





о 


Простые общие свойства. Т) Предел может быть только один. 
2) [: > Е” непр. вт. х, - предельной точке Е {ху 5 = 


ОХ 0 
3) Пусть а’ = бм { (х), ВА = такое, что аеВ + Тогда а’ = [4 (5) 
ХА в | 
т ай у Иа № и. Р м ый ". 
4) Бели @= бин $69 ‚ иД: в-В- нор. ва, од (а) = фи ор. 


КеА | ХЕА 


и мецин пы 


‚ал нии вало тт аль бол др НО ЕР 








ам ты ом 





Продолж.метр.пр-в .. 
Пролложение.Пусть 4: А-В, аеА . Для того, чтобы 


необх.и дост., чтобы х> а’, ХнеА = 4 (>) неа” 
«Необх.вытокает из утв.4)выше. Дост.: Пусть а’не есть 


М 4 (д) ва’ 
=> 
ХхЕА 


их у 
С" бий а Тогда2>70 


м й а 
такое, что и 73 Хх СА: й. (х_›а) < о $ ) (Их,) ‚ХА с. ю Это значит, 


что х_. -та, |. хе а’ в 

. ди : „_\ г р 
Следствие. /: Е = Е - непр. в т.Х. &=> послед. ХР Е > Ах). 
Определение. Точка в = п0е 
5 в 3 беск.много таких номеров п, что хи ® м 


Полпоследовательность (х.) есть последовательность К => Хи где К -> 
Ри„- строго возрастающее отображение [\ +» №. 


_ У окр. 


П 






ельная точка последовательности (х.), если 


ретиитмисеихежи чина == ет 


Свойства Т) Предельная точка последовательности - предел некоторой под- | 


опар ито ши шо фи до инт фото ть == — д Ь 


_ Полине пространства. 


последовательности 

2) Сходящаяся последовательность имсет единственную предельную 
точку (ее предел); обратное ‚вообще говоря, неверно. | 

3) Множество пре льных точек любой последовательности замкнуто... 

4) УдсЕ _А- мн_-во предельных точек последовательностей из_ А... 


=== => гг —ы—— 


Определение. Последовательность (ха) в метрич.пр-ве Е наз. послед.Коши, 
если Уе>0 Зи: Рух. = 6 (ве) КФ) <. 
Свойства: п Всякая сходящаяся  последовательность есть послед.Коши. 


Всякая послед.Коши имеет не более одной пред.точки, и если_ р 
имеет пред.точку, то сходится к неи. 








Опрелеление:. Е полно, если\ послед.Коши в Е сходится. 
Геометр.пе 


ВА 


ее 


формулировка: № полно< > \/стягивающаяся послед.замкнут.шаоов:“ 
28,2.. ‚ и радиусы В. > О) имеет непустое пересечение. :. 


\ 


Д-во. => Пусть В =В(х.;2.). Тогда ( ) - послед.Коши, т.к. #„-> 0. Ясно, | 
что (ид Лежит в т. у: ^т | ы ‚ 


<) сть 


шаров Вх 


=. — послед. Коши. Построим по индукции стягив. послед. замкнут. 
ан; М2*^'), такую, что У п почти все ху лежат в Вах; и ). 


Пусть хе ПВ; (ясно, что П Вусостоит из одной точки). Тогда х - пред.точ- 


ка (хр). 
Примеры. р) В - полно (т. о стягивающихся отрезках). 


мя 


С, произведение Бух Ё› двух полных пр-в - полно (=> -полно: 


ы Дискретное пр-во полно. | } 
4} сли Л< В - полно, то А замкнуто в Ё. Обратно, если в полно и 
А замкнуто в Е, то А - ПОЛНО. 

5) Следствие из 4: Е полно, т.к._оно изометрично отрезку [0, Е]: 
В. в метрике, и трованной с В, не полно. В частности, пол- 
нота на есть топологическое свойство. - и. 

6) Пр-во В(А) огранич.ф-ий А ->® полно. Более общо: пусть Е- Пол: 
ное ‘метрич.пр-во, В А;В) — пр-во огранич. отображений 7 : АБ 

(с метрикой { (4,3) = 34644), 8) ) . Тогда В(А;1) полно. 


тя 


Л-во. Пусть и) — послед.Коши в В(А;В). Это значит, что У 2>0 на 


Урарио,УеА (1 (4144 СР)) < 
довательность Коши в В ==> ян = 
ше указано, Ффиксируем ри устремим“ ик со. НЫ 
Е СЕ 9 
Офсюда {е В(А;Е) и 2 фи „что и требовалось, > 


.. а УЕЕА послед. (4. $)) - после: 
«р (И Фиксируем &>0, выберем п. как вы-. 
. м й получим: КС ) 9) 


с ++) = 
сполезовано,#то функция х ->а(х,а) непрерывна). 


Пополнение. Теорема: \/ метрич.пр-ва В Я изометрия{ из Е в полное пр-во’ 
и ЕРНЫЫЙ 5х 5 

Е, такая, что, 4 (Е) плотно в В. Ё наз. пополнением В. Оно единственно: 
если 4 ;: Е >В - другое поиполнение то 4] изометрия о из Е на В, такая, 








Пр.томн"метр. пр-ва" 3% 


что Г. ы то А .- ; 
Д-во. Существование, Лостаточно построить и В и изометрию { ЕЕ (т 
да можно ВЗЯТЬ = (В) -— замыкание). Положим Е = В(ЕВ) и определим а 
жение Е >2Е формулой а 5 (х)= @(х,а). Ясно, что | 0-е) 8) [< (9 
‚и равенство достигается (например, при х=в). Значит, а Уз =. изометрия, что 
и требуется. (Здесь есть небвольшой обман: Уе ВВ) лишь если В ограничено; 
в общем случае возьмем Ча(х) = ((х,а) -«((х,хо), где х.- биксир. точка Е. 
— р 
Кдинственность. Каждое хе Ё представляется в виде х = 44 (хр), тде хев. 
` Положим 9 (х) = + (х„) (проверьте сами, что это опрЕДеление корректно и 
задает искомое отображение). 

Другая конструкция В: Назовем 2 последовательности Коши (хр) и (Ул) вВЕ 
эквивалентными, если ем С (ку»Уду=О. Точки В есть по определению классы эк- | 
вивалентнорти последовательностей Коши. Расст. в Е определяется формулой | 
((х›У) = пик (Хт»Уг) » где (хе) и (у) - последовательности Коши, нредставо | 


ляющие хи у. Пр-во Е вкладывается в Е: а (хл=а’ \ п). Проверьте полноту Ё 
и корректность всех определений. : 


— Именно так Т.Кантор строил ® исходя из &.. 


Пример. Пополнение @ по Р-адической метрике называется полем р-адических | 
чиселсобозначается @ _). Проверьте, что сложение и умножение в © продолжа- ; 


ются по непреривности па © „ и превращает ©. в поле. 


Связные пространства. Определение: Метрическое пр-во Е связно, если не су- 
ществует двух непустых открытых мн-В Аи Вв Е, таких что Ай В = би АЦВ=Е. | 


Предложение. Связные подпо-ва В это в точности всевозможные промежутки, т.е. 
отрезки, интервалы ‚ полуинтервалы. 
| 


Д-во. Пусть Е связное подпрЪ-во Е. Если Е состоит из одной точки, то В - про- 
межуток. Пусть В 2{а, в и а<в. Докажем, что Е ›Га,в1. В самом деле,если _ | 


се (ав); сфЕ, то мн-ва {х<Е| х>С{ и [ хеЕ| х<с% непусты,‚ открыты | 
в Е, имеют непустое пересечение и в объдинении дают Е, т.е. `П - несвязно, | 
Пусть р = о4 в, ф=змр Е; ясно, что рх% . Пусть р<с<4,. Докажем, что 
ЗЕЕ. В самом деле, по определению ‘\{ изирР Чаи в, такие, что р<а ое в 
та 4, ‚ иа, ве г. Но тогда Га, в <В = с< в. Итак, (ры Оя и, значит, В есть 
один из четырех промежутков (р,4), [р, 9), (р,4/1 или [2,9]. | 
2} Пусть Е - промежуток в В. Преди. что Е= АУВ, тде Аи В- непустые от- 
крытые мн-ва в В, АПВ = би АВ = Е. Пусть а&А, ВЕВ (можно считать, что 
а<в). Пусть с = <и АП, в] )% Рассмотрим две возможности: (Т) сеЕА =>с<в 
=. 60% с+Е] < АйГа, в] == с # 5мР (А п[а,;в 1); (2) сеЕВ => с>а ==> Ч 
Сс ЕВ Л, вс И САР(АЙ Гав). Противоречие! | 
Предложение. Пусть й. Е ->8/- непр. Если АСЕ - связно, то .: А) связно 
(непрерывный образ связного пр-ва связен). Л-во. Ясно, что ый непрерывно как 
отображение А —> И Аь так,что можно считать, что д В, № ‚. (Л) = Е”. Нели 
Е = ОВ, где А’, В’- непустые ‚открытые и а В'= 0, то Е И 68%) 
где А) и ИВ} — непусты и открыты, и 1746) = @. Значит, 
Е - связно. 2 





Следствие: (Теорема Больцано). Непрерывная ф-ия [: В >В, где Е - связно, 





Продолж. темы"Метрич. пр-ва" 4. 


приает все промежухочные значения, т.е, 2 (2) вместе с любыми точками а<вВ 
содержит весь отрезок Га, в. : 
| 


Следствие. Если /:[а,в] —>В - непр., и 1(а) -# (в) < 0, то ур-ниё Я (0=0\. 
имеет решение на (а,в). Корень можно искать методом "деления пополам". м. 
Следствие. Всякий многочлен нечетной степени с веществ. коэффижиентами име- ее 


ет вещественный корень. 
Как показывать связность пространств? Предложение (критерий связности); 


‚Пусть 3 аеЕ такая, что ИУвеЕ пара авт содержится. в некотором связном 
полмножестве Е. Тогда Е связно. 

—-во. Пусть Е = АМ В, г Аи В не пересек. и открыты. Пусть аеАи ве В. 
Тогда никакое подмн-во С, бодержащее а и в, не связно, т.к. (=(СпПА) Ч (СпВ) 
— нужное разбиение С. 


Следствия. Т) Если всякие две точки Е соединяются связным подмн-вом, То В — 


ее роет идите 


ырите 


ОН» 2) Объединение любого семейства связных мн-в, имеющих непустое ›.. 
пересечение, связно; в 
3) Путем называется непр. образ отрезка; пр-во наз.линейно связным, если 


любне цве его точки можно соединить путем. зогда любое линейно связное пр-во... 
связно (это - самый важный пример). Обратное-неверно (см.задачи). В частно- г 
сти, всякое выпуклое подмн-во Е связно; И 
4) Если Ети Ес - связны, то и вх В. связно. (д-во. Две точки (хе, Хо) и 
(7т›У2) соединяются"крестом" ( 1% х Е>) и ( Ех [92}), который связен в || 
силу 2); значит, ЕухЕ› связно в силу т) | | 
ы. 

| 


связность = простейший топологический инвариант. Примеры. з 
Утв. Отрезок и квадрат неромеоморфны. Д-во. Если из отрезка выкинуть сере- К 
пину, останется несвязное пр-во. вели из квадрата выкинуть Любую точку, то 
останется связное пр-во. | 
. Точно также отрезок не гомеоморфен окружности. Вопрос: гомеоморфен ли от- 
резок букве 1? Интуитивно: нет, посшкольку у Т можно выкинуть вершину так, 
что останутся 3 куска: "{"; у отрезка такой точки нет. Точное определение: 

_ если ае Е, то связной компонентой точки а в Е назнвается объединение 

`всех связных подмн-в Е, содержащих точку а. Она сама - связна в силу утв.е) №. 
(выше). Ясно, что связные компоненты двух различных точек либо не пересека- 
ются, либо совпадают. Итак, любое пр-во Е однозначно распадавтся в дизъюнкт 
ное объединение своих связных компонент. | у 

Теперь: (буква "Т"\ вершина) имеет три связные компоненты, а(отрезок \ точ: 
ка) - не более двух => отрезок и Т не томеомордны. т 
_ аще одно применение связных компонент: Предл. Всякое открытое мн-воув В. 

ть объединение не более чем счетного числа непересекающихся интервалов в 


. Дово. ПустьлТ= 0 М) - разложение на связные компоненты. Каждое \» есть 
лей все \/х открыты в К, 


промежуток. Из того, что Ч - открыто, следует, что... те 
являются интервалами. Поскольку Каждый интервал содержит рациональную точку, 
их число не более чем счетно. в 


Предкомпактные пространства. | 
Определение Метрическое пр-во Е предкомпактно, если \/ последоват. ВЕ содер 
Хит подноследовательность Коши. | | р 

Предл.Е предкомпактно <=> У=>0 Е покрывается конечным числом множеств й 
диаметра <© <=> \2?0 4 конечная Е -сеть в Е (т.е. конечное мн-во Е 

{Хр›хо».. уе Е, такое, что У хе ЕЯ х, : © (х,х) <). Е 
4Очевидлна эквиважентность двух последних условий. Дальше; Т) Пусть И5>0 1 
Е покрывается конечным числом мн-в диаметра<&. Пусть (хр) — последоват.в Е." 
Тогда некоторая подпоследоват,(х.) лежит в мн-ве диаметра < 5 . Рассм. такую". 
подпослед.лля & = Т.и возьмем в честве х ‚ее первый член; затем Из ЭТОЙ | 
 полпослед. выберем подпоследоват.для © = 1/2 и пусть хи - ее первый член и + 
т.д. Очевидно, что (их. +) = послед. Коши. = _ 2 | 
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Продолк.темы"Метр. пр-ва". Поедкомпактные пр-Ра (продолж.) ое 
2) Пусть для некоторого #>0 не существурт конечной &-сети. Значит, можно по- 
строить последиоват. (х) ‚ такую, что (хьх) >= припЯ к. Очевидно, из! 
нее нельзя выбрать подпоследовательности Коши. 


Свойства: ТГ) Предкомпактное пр-во ограничено. 
2) Подмн-во предкомпактного пр-ва предкомпактно. . 

_3) Бели Е и Е предкомпактны = т х Е› предкомпактно. 
4) Подмн-во в о ны <—>оно ограничено. - | 
Д-во. В силу Г) - 3) дост.док-ть, что отрезок Га,в] в ® : предкомпактен. | 
Для \/Е>0 3 нем : === <& - свойство Архимеда. Тогда мн-во {@+ т: | 

[К-с,2..мт - конечная & - сеть для [ав]. 


Примеры: Г) Дискфетное во предкомпактно<==> оно конечно. 
ей ри | › пр- В 


$. 
В 
и. 
ф 
|: 
: 
Е 
| 
! 
1 


Вы 


ия 


1 бесконечном А в пр-ве никакой шар не предкомпактен. 
предкомпактно. 


Компактные пространства - основной класс метрических пространств, 
Определение: Полное предкомпактное пр-во называется комцактным (или .комнак- 
том). 


> учетом свойств полных пр-в свойства Т)-4) выше переписываются так; 
2 Компактное пр-во ограничено. 
2)Замкнутое подмн-во компакта - компакт (обратно, компакт замкнут во всяком 
объемлющем пр-ве, т.к. он полон). . | - 
3) Вт, Во - Компакты Ех Е› - компакт. 


ы во Е - компабк == оно замкнуто и ограничено. 
5 — компакт. | | 

На самом деле компактность - топологическое св-во (хотя полнота и предком- 
. пактность - ое. Это видно из следующей теоремы. 


Теорем . Для метрического пр-ва Е смодующие три условия эквивалентны: 


(Т) Е компакт;(2) Из всякой последовательности в Е можно выбрать сходя- 
щуюся подпоследовательность (или, иначе, любая последовательность имеет пре- 
дельную точку);(3) Из всякого открытого покрытия Е можно выбрать конечное 


> 


подпокрытие (покрытие Е - по определению - семейство подмн-в (“Л ),-|,, такое ‚. 

что и МА = В; "открытое покрытие’ - все У) открыты). 

Схема док-ва: Послед. Коши сходится <=> Полнота<= стягивающаяся 
В) последовател 


ыы | (2) <=> У послед.содержит под- ность замкнутых 
последоват.Коши = аров имеет непус 
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| тое пересечение 
МЕ->0 Е’покры= 
вается конечным числом шаров 
радиуса 5. (3) 
Док-во: Левая часть схемы, т.е. эквив. (Т) и (2) очевидна. 


(3) = предкоми.: Рассмотрим покрытие Е всевозможными открытыми шарами ра- 
са & ``. Предкомпактность в точности означает, что (У5)из него можно вы- 


р конечное подпокрытие. | 
(3) => полнота: докажем большее - что убывающая последовательность непустых 


под роет 


а ети икре ие аи 62 


замкнутых мн-в Г, >Ёл.2,.. имеет непустое пересечение. Положим \Л. = В\ Ее 
Если бы п Е; = Й, то (Л) - открытое покрытие Е. Выберем конечное подпокры- 
тие; поскольку ЧСС... ‚ это означает, что Ч п =Е для некоторого п, 
`т.е. Р п= @ - противоречие. Полнота + предкомпактность => (3). Пусть (А). 


— открытое покрытие Е. Скажем, что АСЕ обладает Б-свойством, если оно не . 
-покрывается конечным числом мн-в \/) . Предположим, что Е обладает Б-свойством, 
и придем к противоречию. Утверждение. Если АСАУ. + У А; ‚ иА обладает ; 


Б-свойством, то хотя бы одно А, обладавт Б-свойством (ясно). Пример: Е=[а, вр, 
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— отрезок. Будем делить его пополам, каждый раз выбирая ту половину, кото- | 
рая обладает Р-свойством. Получим стягивающуюся последовательность отрезков 
обладающих Б-свойством. Пусть х - точка пересечения их. Имеем: хе М) для | 
некоторого А . Поскольку (»х - открытое, оно содержит некоторый отрезок на- 
шей последовательности, Противоречие. Общий случай. Поскольку Е предкомпак- 
но,из нашего утв. (выше) следует, что 5 замкнутый шар В(ат,Г) ‚ обладающий Б- № 
свойством, затем 3 пар В(а›,1/а), обл. Б-свойством и пересекающийся с пер- 
вым,и т.д. Раздув каждый шар в 3 раза, получим стягивающуюся систему замк-.! 
нутых шаров, обл. Б-свойством. Т.к. Е полно, она имеет непустое пересече- ‘ 
ние.х . ыше - так же, как и для отрезка. Теорема доказана. 
Наиболее разумное определение компактности - третье (3). У чие: д-ть 
все свойства компактности, исходя из (3).(Все свяйства - доказаниюе выше.) | 
Например, докажем по-другому, что отрезок [О,Т) - компактен. Пусть 9») его: -. 


открытое покрытие, ори А =[хе [0, т] о [о,х] покрывается конеч- в 
О Виа Ч». Тогда 0(е А, т.е. А . Пусть с = зар А. Докажите, что 
Ед И с = №, т. 
Предложение. Если В - компакт, и послед. (ху) имеет вЕ единственную пре- 
дельную точку а, то (х.) сходится к а. Д-во: если это не так, то ЗУ (а;5) 
вне которой бесконечное число членов последовательности, т.е. некоторая под- 
последовательность. Она имеет предельную точку, также вне (а; С),т.к. | 
| \У(а; <) - замкнуто. Получили, что наша послед. имеет две пред.точки. П 
`тиворечие. _ ыы а 
Следствие. Для послед. (ху) в В положим Йи^ хи и бил. хп равными $ир и 
с®$ мн-ва ее предельных точек соответственно. Тогда (ху) сходится < бис х= 
= СсМА Хх. | | . : Е . 
Основное св-во компактности; непрерывный образ компакта есть компакт, т.е. 
если + :Е >Е’- непр. и Е компакт, то + (Е) — компакт. ‚О в 
Д-во. Пусть( М д. ОТКР. покрытие 4 (Е). Имеем М» = п 1(Е), тде ч/) - Откр 
рытов Е’. т. 1- непр. ат — открытое покрытие Е. Пусть} (м), | 
я - 
1 (9:),...4`®\- покрывают Е. Тогда\\,.,Уи - покрывают {(Е), что и треб. | 
Следствие непрерывное инъективное отображение 4 :Е - Е компакта Е есть го- 
меоморфизм Ви ]{ Е). Д-во. Образ замкнутого подмножества в Ё замкнут в { (Е) 
== |7 - непр. (для нее прообраз замкнутого мн-ва замкнут.) 
Следствие. (Теорема Вейерштрасса) Если Е -номпакт, то непр. ф-ия 4 :Ё -> А. 
ограничена и достигает своего максимального и минимального значений. | 
"ок-во. "в - компакт в В => замкнут и ограничен => содержит. свой зар и 


Применения. Т) Нер-во Коши. ат+ар+...+ал ы ПИаароат О | 
( равенство достигается только когда вбе ах равны между собой) . 
Переформулировка: Рассм. Е = Вт, ао,...,ат Е Вт | а„> 0 и ат+ао+...+ат= т 
где Т> О и фиксировано. Пусть{: Е >И. задано формулой 4 (арьал,. «о, = 
= ара... ат. Тогда ] (к) достигает максимума в единственной точке Хо=(пип» ++, и 






у. Док-во. Легко видеть, что 1 (х) не максимально при х # х,. Если, скажем, |, 
а17 аз то (если, разумеется, все а,>0) Вась ВЫ) < а, Г 
21+ 22, а., ...,ар). Далее, Е - компакт (т.к. оно замкнуто и ограничено), 
и ф- непр. (примем это пока на веру). Значит, мах достигается, и все до- 


- Казано, 


2) ЕЕ теорема алгебры. Всякий многочлен . (=) =дока Ач. ь. т ба”. 
ь (а,< С, ая 0, и> 0) имеет корень в ©. Лок-во. Основная лемма. Если 4 (о) № 


#0, то сколь угодно близко к =. существуют точки 2 , для которых | (=)|[< 


5 ( 2,) | . Вывод теоремы из основной леммы. Рассм. ф-ию 6 >В (= => 442). 





1 1 <А- компакт). По основной лемме он равен 0, что и требовалось. 





не ЯН раша иена ть лота Обь вол ее 








. ->4(х,а) при фиксир. а непр. [- д-ть самим)). Применяя многократно теорему о 


‹ - то же утверждение к тройке (х,у,а). ‚ 


- интервалы в интервалы. Значит, г: гомеоморфизм. 





с вы 





Продолж.темы "Метр, пр-ва" | , 7. св. 
Примем на веру, что оно непрерывно. Легко видеть, что 12 (=) [> |715) ‚ при |. 
достаточно больших |=| (т.к. 2 (2) ани а, ь о |, тце Ч=ТИа ь. 
и второй сомножитель близок к |а„| при больших |=|.) Значит, О] | 
при достаточно большом В, . По т.Вейеритрасса этот 4 постигается (т.в.круг | 


: 


Д-во основной. леммы. Имеем: | [(2о+5) = { (=) +Р (\“”), ге РЕО- по? 
лином, Р(0) = 0. Р( “) = $“ (1+8(9)), гще к>20, «О, (0) = 0. Отсюда" 


я М СЕо+ $) = |4 С20)+ ра $“+ 2$"8(9)| < |2 (29+х Кн [8 ©), Из геометрич. |. 
_ соображений при достаточно малых ® >07: = Си ДМК (когда #^ 


<“ пробегает окружность 1“ =% ‚ число 4 а) о пробегает окружность с 
с центром 4(=.) и рациусом |5". Выберем 2 еще настолько малым, что (6(9)= 
< 1/2 при =, Тогда М(а)\< | 4 (20)- х 54 “< |4 (2о)| что и треб. 
Для завершения темы осталось д-ть непрерывность алгебраических операций. 
Т) Ф-иия с? > С(2,, 2») => 2+2. и (2, ,24,) => 8. *8,) - непрерывны. Д-во: 
(+3) - (2. +21) |= |=, -=)+@2-22)| < | =,- 24| а-Едт.е. сумма непр. 
| 2-Е, |= (22-2. абв, На-аИчЕРНа,- та]. Фоли 
аби [2-2 |< 5 То] - 88| = < 2. +2 ?|+ $”)? О при 6-»0.!. 
т.е. проивведение непр. | ДЕ. [2-2 ) 
2) ффия С\10У-> 61107 (Е > 1/а ) - непр. Д-во: [= ыы ы Е а. 
при {< |201, и | 2-20 |< $ имеем |: Й ыы ь ея в: $=0. в 
3) ия © >В (2->!2|) - непр. (более общо, в любом метр.пр-ве Е ф-ия х | 
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непр. сложной ф-ии получаем, что непрерывны сумма любого числа слагаемых; то! 
же для произведения. Поэтому любой полиним и дробно рациональная фф-ия от =! 
(в точках, где знаменатель отличен от 0) непрерывны. 


Тема, Логарифмическая_и показательная ф-ции. 


Монотонные ф-ии. Определение. Пусть БЕЙ, ВЮ, 1: Е >В. Если хху, то 
*(х)< (у) (соотв. 40) =4(), 2(%)>2%), $00 2#(9)). При этом ф-ия, 
4 наз. ‘возрастающей (соответственно, неубывающей, убыв щей, невозрастающей)!: 
В каждом случае { - монотонна; если нер-ва строгие - 7 строго монотонна. | 
Прецл. Если а = 5^ФЕ, и {+ - монотонна, то (К всегца оуществует и 
равен чей (х) цля неубывающих { и и (х) для невозрастающих 3 . Д-во 


очевидно. (В афтности, при Е = А/ получаем теорему о пределе монотоннной по-! 
слецовательности. ) р 
елл. Пусть 1 - промежуток в В, и #: ГВ - невр. Тогда ; | 

а) если р инъективно, то {# строго монотонна; 6) если { строго моно- | 
тонно, то оно является гомеоморфизмо но п омежуток $ (Т). Д-во: а) Пусть | 
а <в - точки Ги (наприуер Е <$ (в). Йз теоремы 'Больцано следует, что 
У сЕ (а,в) { (с)е Ра ‚'Р(в)). Примним это утвержцение многократно: | 
$ 


ть еорестет пдеричьек 
Е И р 


Е 


ЕеириРСЕ 





Бы 


т При с<а кае(с,в) =7й(с) < ( 


а) 
ри съв. к ве(а,с) => (в) < $ (с). Осталосъ проверить, что 4(х)< 


<р(у) при хху ,‚ если либо уха, либо хра. В каждом случае нацо применить 





6) По т. Больцано { переводит промежуток в промежуток. Очевидно, $ переводи“. 
р 


| и | ++ 
Следствие. При каждом пе А/ отображ. х ->х” есть гомеоморфизм в (07 на 


Е ЕЕ ЕК. 
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Продолж. темы "Логарифмич. и показат.ф-ии. ое | 8. 


себя. Значит, из \/ положит.числа извлекается корень п-ой степени (положи-. 
тедьный), и отображение х > З/Х’ непрерывно. 

мы обобщим это, введя логарифмы, степенную и показательную ф-ции. Нам 
буцет удобнее начать с введения логарифма. ь 


Предл. У а>Т 3! неубывающее отображение ]: в = (0,+2) >В, такое, что 
1 (ху) = 4х) +4 (9) и } (в) = Г. При этомй - гомеоцорфизм 8% на (®.. й 
Д-во. Ецинственность. Ясно, что {(Т)=0 и 10°) =п# (х) {У х?>0, пе2 (в част-! 
НООТИ, 1 (1) = п). По мультипликативному принципу Архимеда Ух>?03м=Й: Е 
аМ < х< а, Пусть пе и аМе хП. вМТ, Имеем (ам) < / (хп) = $ (ам+Г) => |. 
м< п {(х) < МТ => М = Дх) и 4 (х) -1< т . Для каждого х>0 положим А, = Е 
= {% | м, пе ЛУ, а\< хп з-очевидно, определение корректно, т.к.аМе хе аМ% й 
=х П4еК). Из сказанного ясно, что { (х) = $ирРАх, что и доказывает един- Ё 
ственность. — | | т 
Существование. Положим Г(х) = $3иРА,. Очевидно, { = неубывающая, и [(а)=Т. Из 

определения яоно, что аМ< хПе а№+1 М < {(х)< М+=. Пуоть теперь при фикси- |. 
рованном пе имеем аМ< хП< ам, аМ< уп а". Отсюца следует, что ММ 
Ро +69) < а, ии < Ду) Ме [4 у) -{ <) ЕЁ 
= г. Поскольку п произвольно, $ (ху) = 4х) + (у), ч.т.д. . 
{- возрастает: при =>" Зпе//: а<=й (снова мультипл.принцип Архимеда). Зна-® 
Чит, # 2) > г>0. Отсюда получаем: х<у =?у = х ‘при НТ —2(5) ро 
Е "Лемма: \/ п=А/ 3=Я: =П< а (например, это вытекает из следствия.) 
перед предложением). Отсюда 0<${(=) = з . Выберем теперь Ч х> 0 такое $>0, в 
что 4 сви > =. Тогда у - ХЕ => |449) -# 0 1. 
Значит, 4 — непрерывна. В силу предыдущего предложения $ есть гомеоморфизм 
5й на Сы ). Но в силу того, что { (ай)=п при пе => (р ) = В, и. 

препложение полностью доказано. | . 
Предл. \/ 470, ах ТЗ! негр. [: |= >В , такое, что $ (ху) = + (9) й 
а Воли 4: В - мы и 9(х+у)= 9(х) + 9(у), то $(х) = сх. 

2 
п 
















`Д-во. Ясно, что #(1)= 1 УИ ев. Поскольку @ - плотно в В ‚, получаем ”. 
что 4 <)= Р(т)-х Ухев. 
Д-во предл. Пусть 2 = топологический изоморфизм групп { 


ты | 
+ (по умнож.) и № 
и В. (по слож.) - он построен в предыдущем предл. и. = 4-11; в - К. й 
По лемме 4 (х) = сх =4{(у) =&й (у) Му?0 => (у) = #2 у ‚ Это доказывая» 

а Фо‘а Ги 


ет и существование и единственность $} (поскольку / (а) # { 1-0). И 


ее 


Гы 
Определение. Отображение из последнего предл. наз. 9,  (логарифмом по 06- 
нованию а). Из док-ва последнего предл. вытекает формула 694 ех - 23° &.^ | 


Е: } 

График этой ф-ции: а Итак, логарифмы О умноже- № 
к ние в сложение. этом основано | 

_ << действие логарифмической линейки. Е 
1 т 


| х ь 

‚ Оррецеление: ах - ф-ия, обратная {54.Х т.е. аа» ых \х>0, 9, а=к У« 
- Кроме того т Т Ухе В. . По определению имеем: &= аХ.а/, а-Х=Т/аХ ‚аб=Т./ 
Далее, 454 „(В ) =. 64 „6 ..63,6^= х 64.6 (это верно при а,в>0, а; Г, хе |) 











